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Orientador: Luiz Carlos Wrobel 
Programa: Engenharia Civil 
O propósito deste trabalho é estimar as cargas 
de onda sobre estruturas marítimas de grande volume, grupos 
de pilares com seção transversal arbitrária e outras estrutu 
ras compostas por uma base submersa com um grupo de pilares 
repousando sobre ela. 
Inicialmente, é feita uma revisão dos concei-
tos fundamentais da hidrodinâmica e sao estabelecidas as hi-
póteses simplificadoras necessárias para reduzir o problema 
a uma forma bidimensional. 
O problema de valor de contorno que governa o 
fenômeno é transformado em uma equação integral através do 
uso de uma formulação direta de elementos de contorno. 
A solução numérica desta equação integral for-
nece os valores do potencial da onda na superfície dos cor-
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pose então as forças são facilmente avaliadas, 
A aplicação do programa a vários casos mostra 
uma boa concordãncia com outros valores experimentais e teó-
ricos. 
Este método é Útil para avaliar as forças de 
onda sobre estruturas tipicamente tridimensionais, como as 
plataformas gravitacionais do tipo "Condeep", nas fases ini-
ciais de projeto. 
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as partial 
fulfillment of the requirements for the degree of Master of 
Science (M.Sc.). 
A TWO-DIMENSIONAL FORMULATION FOR FLUID-STRUCTURE 
INTERACTION USING THE BOUNDARY ELEMENT METHOD 
Isaías Quaresma Masetti 
March, 1984 
Chairman: Prof. Luiz Carlos Wrobel 
Department: Civil Engineering 
The purpose of this work is to estimate the wave 
loads on large volume offshore structures, groups of 
piles with arbitrary cross sections and other structures com-
pounded of a submerged base with a group of columns over it. 
At first, a review of the fundamental concepts 
of hydrodynamics is made and the simplifications needed to 
reduce the problem to a two-dimensional one are set up. 
The boundary value problem that governs the 
phenomenon is transformed into an integral equation by using 
a direct boundary element formulation. 
The numerical solution of this integral equa t ion 
yields the wave potential values at the bodies surface and 
then the forces on it are easily evaluated. 
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The application of the program to several 
cases shows a good agreement with other experimental and 
theoretical results. 
This method underestimates the wave loads upon 
typical three-dimensional structures, as "Condeep" platforms, 
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I - INTRODUÇÃO 
Este capítulo se destina a dar uma visão geral 
dos principais tipos de plataformas marítimas para a explota-
çao de petróleo e, assim, mostrar a quais tipos a aproximação 
aqui desenvolvida melhor se aplica. 
I.l - Classes de Estruturas Marítimas 
~ . A tecnologia necessar1a para o projeto e cons-
trução de estruturas marítimas para explotação de petróleo te 
ve um crescimento considerável nestas Últimas décadas. 
Até o presente, uma grande variedade de estru-
turas marítimas estão sendo usadas nas mais diversas condições 
ambientais. A alta dos preços do petróleo, causada pelo au-
mento vertiginoso do consumo, viabilizou a explotação de cam-
pos cada vez mais profundos em regiões com condições ambien-
tais mais severas. 
Nestas condições, uma maior certeza na determi 
naçao dos efeitos da interação onda-estrutura torna-se um fa-
tor de importância vital para se ter um projeto seguro e viá-
vel economicamente. 
Assim, surgiram várias classes de plataformas 
a serem usadas conforme a fase em que se esteja (produção, peE 
furação, perfuração exploratória) e a profundidade da região. 
Entre estas classes de plataformas encontram-
se: 
a - as plataformas fixas que podem ser usadas tanto para pro-
dução como perfuração, sendo que a maior já construída foi 
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para o campo de Cognac, com uma profundidade de 340 m 
(ver figura I .1). 
b - as plataformas móveis do tipo semi-submersíveis, geralme~ 
te utilizadas na perfuração exploratória, as quais operam 
muito bem em profundidades em torno dos 300 m (ver figu-
ra I.2). 
e - as plataformas gravitacionais sao um outro tipo de estru-
tura fixa que dependem de seu grande peso, ao invés de es 
tacas, pra manter sua estabilidade. Estas platafonnas sao 
normalmente construídas de concreto e podem possuir gran-
des volumes para armazenar Óleo em sua base. Estas plat~ 
formas se caracterizam, também, por possuirem grandes di-
mensões horizontais e poderem ser usadas em regiões com 
profundidades de até 200 m (ver figura I.3), 
d - as plataformas do tipo ilha artificial possuem também uma 
dimensão lateral relativamente grande, caracterizando-se, 
portanto, por apresentar grande área de convés. Porém, ao 
contrário das gravitacionais, são somente usadas para a-
guas rasas (ver figura I.4), 
e - finalmente, tem-se as plataformas móveis do tipo torre es 
taiada e TLP (plataformas de pernas tensionadas) que se 
caracterizam por resistirem dinamicamente às cargas ambi-
entais e poderem ser empregadas para lâminas d'água muito 
profundas (ver figura I. 5) . 
Dos tipos apresentados, verifica-se que a difi 
culdade para a determinação das cargas ambientais cresce con-
forme a dimensão horizontal característica da estrutura e es-
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um projeto de uma estrutura que seja, também, móvel (flutuan-
te) . 
Ou seja, a determinação das cargas de onda se 
torna mais difícil quando se está num caso no qual não se po~ 
sa utilizar a formulação de MORISON (34). 
I.2 - O Problema das Estruturas de Grande Volume 
Quando a dimensão característica da estrutura 
torna-se urna parcela considerável do comprimento de onda, 
não se pode desprezar a perturbação que esta causa no 
fluxo da onda incidente. 
Nestes casos, os efeitos viscosos sao desprezi 
veis frente aos gravitacionais, isto é, ficam restritos a pe-
quenas regiões onde haja mudanças bruscas na geometria. 
Então, usando-se a teoria da difração, que po-
de ser deduzida da teoria de escoamentos potenciais, obtern-se 
a função distribuição de pressoes. A avaliação das forças e 
momentos e feita através de integrações desta função sobre a 
superfície do corpo. 
Há duas maneiras de se resolver o Problema de 
Valor de Contorno (PVC) associado a este fenômeno hidrodini-
mico. 
Uma delas é através de métodos analíticos, que 
consistem em encontrar funções que representem os movimentos 
da onda e consequentemente a distribuição de pressões em tor-
no do corpo submerso. Estes métodos apresentam uma maior di-
- -ficuldade para o desenvolvimento das equaçoes, porem, canso-
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mem pouquíssimo tempo de computador. Suas aplicações, no en-
tanto, ficam restritas a objetos de geometria simples, tais 
como cilindros circulares, quebra-ondas, hemisférios repousa!lc 
do no fundo, etc, 
A outra maneira de resolver este PVC é através 
de métodos numéricos, como por exemplo o método dos elementos 
de contorno e o método dos elementos finitos. Os métodos nu-
méricos, geralmente, podem resolver o PVC para qualquer obje-
to de formas arbitrárias, porém consomem mais tempo de compu-
tador que os métodos analíticos. 
Para se conseguir análises mais eficientes de-
senvolvem-se formulações particulares, como as axissimétricas 
e bi-dimensionais, que porem ficam restritas a determinadas con-
figurações geométricas. 
Pois, para muitas estruturas offshore, como d~ 
tos submarinos, quebra mares e cilindros verticais, uma anál~ 
se completa tri-dimensional torna-se anti-econõmica, Por ou-
tro lado, ainda com o objetivo de reduzir o esforço computa-
cional, foram desenvolvidas técnicas que aproveitam a sime-
tria de carregamento, otimizando o tempo necessário para a for 
mação das matrizes e diminuindo a dimensão do sistema a ser 
resolvido. 
O MEC, como sera mostrado, é uma técnica nume-
rica que consiste, basicamente, na transformação da equaçao 
diferencial parcial que governa o problema, relacionando as 
variáveis em toda a região, em uma equação integral relacio-
nando somente os valores das variáveis nos contornos do meio 
fluido; esta equação integral é, então, discretizada e resol-
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vida numericamente. A técnica é muito eficiente para a dete.E_ 
minação da solução do problema de interação fluido-estrutura, 
já que os valores de interesse podem ser avaliados somente na 
superfície da estrutura, 
Uma investigação cuidadosa do fenômeno de di-
fração pode ser achada em SARPKAYA e ISAACSON (1981) (1), on-
de o problema geral tridimensional e discutido juntamente com 
outras configurações mais simples, dando-se ênfase à, assim 
chamada, formulação indireta do método dos elementos de con-
torno, a qual emprega uma distribuição de fontes fictícias de 
densidade desconhecida ao longo da superfície da estrutura. 
Com esta motivação, foi desenvolvida esta dis-
sertação que apresenta aplicações da formulação direta do mé-
todo dos elementos de contorno para resolver o problema da di 
fração de ondas em obstáculos fixos submersos, usando uma a-
proximação bi-dimensional e sendo deduzida a partir da formu-
lação geral dos resíduos ponderados. 
A primeira formulação desenvolvida pode calcu-
lar as forças de onda sobre pilares ou grupo deles, apenas com 
a discretização do seu contorno transversal. Assim, foi pos-
sível testar a influência nas forças do efeito de grupo, as 
reduções do tempo de execuçao devido às considerações de sime 
tria geométrica e de carregamento e, também, verificar a con-
vergência do método em função das várias geometrias da seçao. 
Desenvolveu-se a segunda formulação ao notar-
se que algumas estruturas consideradas não-esbeltas eram for-
madas, geralmente, por uma base plana da qual nascem uma ou 
mais colunas, ou seja, sao as plataformas gravitacionais do 
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do tipo "Condeep" - e que o primeiro programa nao poderia ser 
usado para este caso (ver figura I.6). 
' - . 




Convencionalmente, este problema vem sendo re-
solvido através de programas gerais tri-dimensionais, quepe~ 
mitem a análise independentemente da geometria do corpo. 
Estes programas gerais, de acordo com o método 
adotado, podem exigir uma discretização completa do contínuo 
ou de todos os seus contornos, ou, ainda, a utilização de fu~ 
ções bastante complexas. Assim, acabam por acarretar a forma 
ção de uma malha extensa de elementos e/ou consumirem um tem-
po computacional excessivo, o que pode não ser desejado nas fa-
ses preliminares de um determinado projeto. 
Assim, através da aplicação do MEC à sub-re-
giões do meio fluido, conseguiu-se desenvolver um novo progr~ 
ma que seria capaz de resolver este problema e também os seus 
casos limites, que são os pilares indo do fundo à superfície, 
com seções transversais constantes e o tronco de pilar total-
mente submerso (ver Figura VI.2), através de uma aproximação 
bi-dimensional de fácil discretização e consumindo pouco tem-
po computacional. 
Os resultados numéricos foram apresentados de 
forma a mostrar a aplicabilidade do método para o projeto hi-
drodinâmico preliminar de estruturas "offshore" dos tipos ilha 
artificial, plataformas gravitacionais, e a parte imersa de 
certos tipos de semi-submersíveis. 
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II - REVISÃO DOS CONCEITOS FUNDAMENTAIS DE HIDRODINÂMICA 
Este capítulo se destina ã revisão de alguns 
conceitos e hipóteses básicas da hidrodinâmica, necessários pa-
ra se estabelecer a equação de LAPLACE, como a equaçao que gQ 
verna os meios fluidos, e também ã expressão da equaçao de 
BERNOULLI para determinação das pressões. 
II.l - Equações do Movimento 
Quando estudamos problemas da mecânica dos meios 
contínuos pela descrição Euleriana, a primeira definição que ap~ 





















+ cu + + V) u 
e a derivada substantiva 
é um vetor genérico 
e o operador gradiente 
Ao aplicar-se a derivada substantiva ã veloci-
dade q da partícula fluida, obtem-se a aceleração substanti 
va, que consiste da aceleração local, devido ã mudança deve-
locidade em um dado ponto com o tempo, e a aceleração de con-
vecção devida ã translação. Assim, na forma vetorial, pode-
se formular a seguinte equação: 
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D;;- ô;;-Tif = rt + Cq · v) -+ q (II .1) 
onde, 
-+ T q = (u, v, w] é o vetor velocidade. 
Tomando-se o equilíbrio das forças atuantes no 
volume de controle fundamental e o conceito de que as tensões 
viscosas são proporcionais à razao de variação no tempo da de 
formação angular, através de um desenvolvimento análogo as das 
leis de Hooke para corpos sólidos conforme referência (2) , po-
de-se chegar a expressão: 
onde, 
~ -+ "' -+ d t + (q • V} • q = 
1 -+ -+2 -+ 






é o potencial gravitacional 
ê a pressao no meio fluido 
e a viscosidade cinemática do fluido 
ê a densidade do fluido. 
(II. 2) 
A equaçao acima é conhecida como a eqaa~ao de 
Navie~-StoRej, na qual a principal hipótese assumida e que o 
fluido imediatamente adjacente à superfície do corpo e a pró-
pria superfície têm a mesma velocidade. Assim, conclui-se que 
a equação de Navier-Stokes é uma aplicação direta da Lei de 
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Newton a sistemas contínuos. 
Considerando-se a hipótese de fluido incompre~ 
sível, o balanço de vazões em um elemento de controle funda-
mental fornece: 
v . éi = o ou' 
= o (II .3) 
que ê conhecida como equa~ao da continuidade pa4a nluido~ in 
Outro conceito fundamental ê o de e.~ coam ento 
4otacional e i44otacional, cuja definição, baseada na rota-
ção da partícula fluida, pode ser expressa matematicamente usan-
do-se o vetor velocidade 
se ve a seguir. 
+ 
q e suas derivadas espaciais, como 
Diz-se que um escoamento ê irrotacional quando 
o movimento de um elemento infinitesimal num meio fluido, bem 
como o de todos os outros elementos, tiver velocidade angular 
em torno de si próprio nula. 
Considerando-se deslocamentos infinitesimais, o 
ângulo em radianos ê aproximado pela tangente e tem-se: 
1 -ay . dy 
1 
êlu 






















para as outras direções, 
( l 
l au aw J 3z ÔX 
l aw av l ay TI 





(wx, T w ; wy, wz) 
ou, 
+ 1 + w ; 2 rot q 
ou, ainda 
1 + + + V w ; 2 X q 
onde o operador "x" representa um produto vetorial, 
expressa como: 
ou, 
















o (I I . 4) 
o 
Nota-se que a irrotacionalidade nao implica n~ 
cessariamente em um fluido invíscido pois, conforme o regime, 
na ausência de forças cortantes associadas com o movimento re 
lativo entre as partículas, um fluido real poderia apresentar 
um escoamento irrotacional. 
Assumindo-se a hipótese de fluido invíscido, a 
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ausência de viscosidade implicaria na inexistencia de atrito 
entre as camadas do fluido e, em geral, na impossibilidade 
de rotação das partículas, chegando-se assim à condição 
de irrotacionalidade. 
II.2 - O Potencial de Velocidade 
Como visto anteriormente, se o escoamento for 
irrotacional, o vetor rotação é nulo, 
ções (II.4). 
implicando nas equa-
Com estas condições, e possível achar uma fun 
çao escalar <!> (x, y, z, t) , continua e diferenciável, tal 
que: 
= u 
= V (II. 5) 
= w 
A esta função <!>, assim definida, dá-se o no 
me de função potencial de velocidades. 
A introdução das velocidades, definidas em ter 
mos da função potencial <!>, na equação dacontinuidade (II.3) 
fornece: 
16. 
d 2 <P 
+ 
d 2 <P 
+ 
3 2 <P o = 
dX 2 ôy2 3x 2 
ou 
(II.6) 
V2<P = o 
que é conhecida por equaçao de Laplaee. 
A unicidade da solução da equaçao de Laplace é 
garantida unicamente pelas condições de contorno, uma vez que 
uma característica essencial do fluxo irrotacional é que ele 
representa a resposta instantânea do fluido, não influencia-
do pela sua história prévia. 
A solução da equação de Laplace para meios flu_! 
dos necessitará da definição de condições de contorno cinemá 
ticas para simular as superfícies em contato com o fluido, 
condição de fluxo se propagando para o infinito e da superfí 
cie livre, cuja definição necessitará ainda de uma condição 
de contorno dinâmica. Estas condições serão 
no capítulo IV, 
desenvolvidas 
A solução de tal equaçao, sujeita a certas con 
<lições de contorno físicas, dependendo da geometria, pode-se 
tornar inviável analiticamente, Assim sendo, faz-se uso de 
diversos métodos numéricos, tais como diferenças finitas, ele 
mentas finitos, elementos de contorno, etc, 
II.3 - Cálculo das Pressões 
Desprezando-se os efeitos da viscosidade,v = O, 
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as equações de Navier-Stokes (II.2) reduzem-se à: 
D -,. 
Dt q = 
1 + 
P V (p + pgh) 
onde se considera a pressao hidrodinâmica e a pressão hidros 
tática. 
Desenvolvendo a equação vetorial acima, tem-
se: 
1 íl - P ílx (p + pgh) 
1 a 
= - P ay Cp + pgh) 
1 a p 3z (p + pgh) 








+ 1 q2 + E. + gh ) o ay TI 2 = p 
a 
[ 
â<I> + 1 q2 + E. + gh} = o 3z TI 2 p 
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conclui-se que a função 
~~t + 1 q2 +E+ gh 
º z p 




+ 1 q2 +E+ g h = 
2 p F (t) 
(II.7) 
; (~) 2 + (~) 2 + (~) 2 
ÔX :Jy d Z 
pressao hidrodinâmica 
profundidade do ponto em análise, que no caso 
de se assumir o eixo z com origem na linha 
de nível médio do mar e apontando para baixo, 
coincide com a própria coordenada z domes-
mo. 
F (t) função que depende unicamente do tempo. 
Nota-se na equaçao (II. 7) que o lado esquerdo 
desta tem, para um determinado instante de tempo, o mesmo va 
lor para qualquer ponto (x, y, z) da região cujo regime se 
ja irrotacional. 




} q 2 + * + gh = constante, (II,8) 
que é conhecida corno equaçao de Be~noull{. 
Convém observar que a expressao acima é idênti 
ca à usada para escoamento permanente e rotacional, desde que 
os cálculos das pressoes sejam feitos para pontos sobre a rnes 
ma linha de fluxo. 
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III - FORÇAS DE ONDA SOBRE ELEMENTOS DE GRANDE VOLUME 
Este capítulo se destina a comentar as hipóte-
ses assumidas para o desenvolvimento da teoria potencial, bem 
como a acompanhar o equacionamento do PVC associado. 
III.l - Escolha do Regime de Carga 
A aplicação da equaçao de MORISON (34) está fun 
<lamentada na hipótese de que a presença do elemento nao per-
turba o campo de velocidades e acelerações da onda inciden-
te. 
Coroo se ve, o coeficiente que exprime esta re~ 
lação é D/L, onde D é uma dimensão característica da es-
trutura e L é o comprimento da onda. Assim, a formulação 
de MORISON se aplica aos casos em que D/L é suficientemen-
~ 
te pequeno; ou seja, o corpo e considerado esbelto quando 
D/L < 0.2, 
Para estes casos, os efeitos de difração sao 
desprezíveis. Porém, a separação do fluxo é importante e os 
parãmetros que apresentam um melhor significado físico sao 
os numeras de Reynolds e de Keulegan-Carpenter. Este Último 
representa urna medida do deslocamento horizontal da partícu-
la em relação a dimensão característica da estrutura. 
A figura III,l, tomada de SARPKAYA (1), forne-
ce uma indicação conveniente das condições sob as quais di-
fração, separação de fluxo e efeitos não-lineares podem ser 













efeitos não-lineares são im rtantes 
H/L= H/L max-
~lfraiÕo orna se 
Importante 
0.1 012 0.3 
ka 
0.5 1.0 
Número de Keulegan-Carpenter : K=lr. (H/L)/((0/L).tan h (kd)) 
Máxima declividade da onda: H/L = 0.14 .tan h (kd) 




Nesse problema de interação de ondas com eleme~ 
tos esbeltos, o fenômeno da separação de fluxo domina comple-
tamente o comportamento do fluido, porém, não além da vizi-
nhança imediata do elemento. Assim, o trem-de-ondas inciden-
te permanece inalterado. 
Existem, também, outras maneiras d·e se saber 
qual é o regime de carga que está atuando sobre a estrutura, 
como pode-se ver na figura III.2, tirada de H.H. PEARWY (1979 
Shaw} (15}, que dá uma maior ênfase para região de alto núme 
rode KEULEGAN-CARPENTER, mostrando como o carregamento se di 
vide em função do arraste e da inércia. 
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Estas considerações anteriores sobre elementos 
esbeltos referem-se unicamente ao fluxo incidente, o qual não 
é significativamente alterado. Porém, podem existir outros fe 
nômenos tais como efeitos de grupo, onde a presença de outros 
elementos causa modificações nos coeficientes da equação de 
MORISON e no próprio campo cinemático, conforme SARPKAYA (1979 
T.L. Shaw, p.532) (15). 
Quando a dimensão característica da estrutura 
representa uma parcela significativa do comprimento de onda, 
a presença do elemento perturba o fluxo incidente através do 
fenômeno da difração. 
Quando se está neste regime, a Órbita da partí-
cula fluida torna-se pequena em relação a dimensão principal 
do corpo, logo os efeitos de separação deixam de existir ou 
se reduzem a pontos localizados onde há mudanças bruscas na 
geometria. 
Observa-se que ao se alterar a cinemática das 
partículas, fazendo incidir ondas de um menor comprimento, o 
coeficiente de inércia Cm tende a diminuir, conforme varia 
o campo de acelerações ao redor do corpo. 
Estes efeitos somados provocam carregamentos m! 
nores do que aqueles que seriam previstos pelo equacionamento 
de MORISON. 
Como os efeitos da viscosidade e separaçao do 
fluxo ficam restritos ã região da camada limite, é usual as-
sumir as hipóteses de fluido invíscido, que implicam em um 
fluxo irrotacional, como base para o desenvolvimento da teo-
ria potencial, e que as ondas incidentes são lineares (ondas 
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de Airyl, isto é, ondas senoidais de pequena amplitude, que 
permitem um tratamento matemático mais simplificado. 
Uma investigação mais aprofundada deve ser leva 
da avante na análise dinâmica, avaliando as condições deres-
sonância da estrutura, quando os efeitos de amortecimento vis 
coso aparecem associados à camada limite independente de ha-
ver ou não separação do fluxo. 
III.2 - Formulação Geral da Teoria da Difração 
Como foi feito no capítulo II, assumindo-se que 
o fluido seja invíscido, incompressível e o fluxo irrotacio-
nal, mostra-se que a equaçao que rege o comportamento hidrodi 
nâmico é a equação de LAPLACE (II. 7) , 
onde ~ é uma função escalar potencial que representa o cam-
po cinemático das partículas no meio fluido, 
Para que esta equaçao represente o problema, de 
ve-se submetê-la a determinadas condições de contorno, com o 
que este sistema de equações diferenciais passa a se chamar, 
em linguagem matemática, de Problema de Valor de Contorno 
(PVC), e que enunciaremos a seguir. 
a - Condi~ào de contonno dinâmica 
Esta condição é obtida aplicando-se a equaçao 
de BERNOULLI (II.8) na superfície livre do fluido, onde apres 
são do fluido deve se igualar à pressão atmosférica, logo 
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1 2 2 (í/ <j)} + g ç = o (III ,1) 
em z = ç (x,y,t) 
onde 
<!> = <!> (x,y,z,t): e o potencial de velocidades 
b - Condição de conto4no cinemática 
Nesta condição, o movimento tem que ser tal que 
as componentes das velocidades das partículas e da própria su 
perfÍcie, na direção normal, sejam as mesmas naquele ponto e 
naquele instante. Ou seja, sendo a equação da superfície da-
da por: 
S(x,y,z,t) = ç(x,y,t) - z = O 
tem-se que 
D o Dt S = 
logo 
as + as + as + as o ãt µ ax V ay w 3z = 
ou 
o (III.2) 
que e a equaçao de contorno cinemática em z = ç . 
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e - Condi~ão de impenmeabilidade 
Na condição de impermeabilidade, supoe-se que o 
fluido nao passa através das superfícies que estão em contato 
e, mais do que isso, que nao haja descolamento do fluxo. 
Assim, aplica-se uma condição cinemática para o 
fundo, o qual considera-se plano, e para os obstáculos, 
que impõe que a velocidade normal das partículas seja a mesma 







+ q - velocidade das partículas fluidas 
+ 
Vb - velocidade da superfície dos corpos 
ri - normal externa a superfície 
Para as superfícies fáxas, tem-se 
+ + q n = O 
donde 
= O. • ••••••••••• 
+ + 
17 <P n = O 
no fundo, z = -d 
para um corpo qualquer 




Estas condições de contorno estão ilustradas na figura III.3, 
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onde está definido também o sistema de coordenadas que sera 




~ ~ + +- ( V t l2+of = O 
at + a~ .R _ c,t =o 
e) t c)x c)x ilz 
em z = f (x,y,t) 
V t .n=O, em rc 
2 
V t =O, em .n. 
.n. : meio fluido (espoço em R3 ) 
r c : superfície de contorno do corpo 
d : profundidade média do mor 
lt=t(x,y,z,t) : potencial de velocidades 
ii : normal externa ao corpo 
C"f : superfície do fundo 
r.., : superfície de contorno infinitamente distante do 
corpo em questõo 
Fig.]I[-3_Condições de contorno 
X 
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O conjunto formado por estas equaçoes de contar 
no e a equação de LAPLACE, é o que chamaremos de Problema de 
Valor de Contorno (PVC) . 
d - L~nean~zação do pnoblema de valon de eon~onna 
No capítulo anterior, foi formulado o PVC nao 
linear, o qual transcrevemos abaixo: 
em íl (meio fluido) 
a~ llt + 1/2 (17~)2 + g ç = o 
em z = ç (superfície livre) 
= o 
em z = ç (superfície livre) 
= o 
em z = -d (superfície do fundo) 
+ 
+ 
17~ n = O 
(III. 6) 
em rc (superfície do corpo) 
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Se às hipóteses de fluido invíscido, incompres-
sível e movimento irrotacional acrescentar-se a hipótese do trem 
de ondas incidente ser senoidal de amplitude infinitesimal ( on-
da de AIRY, com aplitude muito menor que a profundidade), po-
de-se linearizar o PVC, eliminando-se os termos de 
a 2- ordem, 
conf. ( 1 ) . 
Isto também pode ser feito, considerando-se as ex-
pansoes em torno do ponto z = o ' por série 
as diversas 
e apanhar os 
parcelas que formam as condições 
termos de 1~ ordem em z; • 
Assim, o PVC linearizado será: 
em íl (meio fluido) 
a<1> + ;ff gz; = o 
em z = o 
a z; a<1> = o ;ff 'az 
em z = o 
o 





em rc (superfície do corpo) 
de TAYLOR, para 
em z = z; ' ( 3 ) ' 
(III.7) 
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Este ainda pode ser simplificado unindo-se as 
duas condições para z = O numa Única. Então, 
17 2 4> = 0 
em íl (meio fluido) 
= o 
em z = O (superfície livre) 
= o 
em z = -d (fundo) 
(III.8) 
a 4> + + 
an 
= 174> n = o 
em r c (superfície do corpo) 
III.3 - Introdução do Conceito de Potencial Reduzido - Equa-
çao de HELMHOLTZ 
Uma grande simplificação pode ser feita se o 
problema permitir considerar a seguinte separação de variáveis 
4>(x,y,z,t) = 
onde 




= -i g H 
A Zw ê uma constante, que pode ser introduzida 
sem perda de generalidade. 
f (z) = 
cosh [ k (z+d)} 
cosh (kdJ 
representa uma variação hiperbó-
lica com a profundidade 
-iwt e é a dependência harmônica do tempo 
,P(x,y) - potencial reduzido bi-dimensional 
Substituindo (III.9) em (III.8), tem-se: 
em íl 
que é a conhecida EQUAÇÃO VE HELMHOLTZ, sujeita 
çoes de contorno: 
19 - e.e. linearizada na superfície livre, z = O 
1 
-iwt -A.,P.f(z) w2 e + A "' 3f(z)I g. ' '!'• dZ 
1 z=O lz=O 
- Aw 2 ,p + Ag k tanh (kd) . <P = O 
<P • l-w 2 + g k tanh (kd)) = O 
w> = k tanh (kd) 
g 
que e a RELAÇÃO VE VISPERSÃO. 
as condi-
-iwt e = O 
32 
29 - e.e. no fundo do mar, z = -d 
= A. ~. k. sinh lk {z+d)) JI 
cosh (kd) 
z = -d 
pois, 
sinh (O) = O 
que ê automaticamente satisfeita. 
39 - e.e. na superfície de corpos fixos 
= = o em 
-iwt 
e = o 
se o corpo tiver seçao transversal constante ao longo da pro-
fundidade, onde n = ( nx, ny, O ) 1 seria a normal. 
Sob estas hipóteses, o sistema (III.8) torna-se 
em íl 
(Equação de Helmhol tz) 
(III.10) 
= o. em r c 
(Corpo cilíndrico vertical) 
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onde os coeficientes w, k e d devem obedecer ã 




Por outro lado, como o problema e linear, ainda 
pode-se supor que a função potencial total seja constituída da 
soma de um potencial incidente mais um potencial 
Assim, 
e , também, 
<P = 
onde, o potencial da onda incidente i!> I , conforme 
(ll, e dado por 
cosh [k (z + d)) 










"' = "' ( ) = ik ( COS a . X + sen a . y) 
"'I "'Ix,y e e o potencial 
reduzido bi-dimensional. 
a e o ângulo de ataque da onda incidente. 
O potencial il> 1 foi montado de forma a satis 
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fazer à equaçao de LAPLACE e às condições de contorno no fun-
do e na superfície livre. 
III.4 - Condição de Radiação 
Esta condição, que e aplicável ao potencial da 
onda difratada, é formalmente dada por: 
lim = o (III.13) 
r+oo 
onde r é a ordenada radial. 
~ uma condição necessária para obter-se uma ún! 
ca solução para o potencial difratado. Ou seja, existiriam 
duas soluções viáveis; uma seria o potencial devido às ondas 
que se aproximassem da estrutura e a outra, que interessa, e 
devida às ondas que se afastam da estrutura para se anular no 
infinito. A condição de radiação seleciona esta Última solu 
çao. 
Sem se ater aos rigores matemáticos, pode-se mo~ 
trar como a condição de radiação é satisfeita num contorno in 
finitamente distante do corpo em estudo. SOMMERFELD (17) dá 
uma abordagem mais precisa e embasada em conceitos matemáti-
cos. 
A figura III.4 abaixo define a geometria e a fi-
gura III.5 mostra um elemento do contorno externo, r00 • 






Flg.DI-4-Definiçõo das regiões e contornos 










Fig. :m-5 _ Elemento linear do contorno 
externo roo 
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o elemento or suficientemente pequeno, pode-se assumir o 
potencial difratado ~D constante ao longo do elemento e que 
este se propaga na direção 
+ n perpendicular ao mesmo. 
Como já foi comentado, as duas soluções viá-
veis, devido à característica do fluxo obedecer à equação de 
HELMHOLTZ, podem ser agrupadas em uma Única, da seguinte for 
ma: 
<l>D (11, ç) = g(11) + f(ç) 
(III.14) 
onde 
11 = n + ct representa a onda que entra em íl 
ç = n - ct representa a onda que sai de íl 
t - tempo, e o e 
L w celeridade da onda. c = T = k ' 
Esta substituição ê basicamente uma mudança de 
sistema. Veja, por exemplo, o caso do potencial da onda inci 
dente 
<Pr = A 
eikn -iwt . e 
ik(n w t) - k' = A e (III.15) 
ik(n - ct) 
= A . e 
Logo, 
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= A ikç • e (III.16) 
Assim, a função f(ç) representa uma onda sain 
do da região íl, através do elemento ar. 
A condição de radiação aparece ao excluirmos a 
solução g(n). Logo, 
e também, 
g Cn) 







Devido a separação de variáveis, (III,17) pode 
ser escrita como: 
= o em ar (III.18) 
Do cálculo diferencial básico, tem-se que: 
n = 
= 
n + ct 
+ 1 a e R 
Aplicando (III.19) em (III.18), tem-se: 
(III.19) 
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a<J, + l. ~ 
an c 'élt = o 
(III,20) 
Como é suposta uma dependência harmônica com o 
tempo, isto é, 
<P(n, t) = <P (n) . -iwt e 
entio, usando (III.21) em (III.20), tem-se 
= o em 
(III. 21) 
(III,22} 
E, como estamos infinitamente distantes da or1-
gem (ver figura III. 4), a direçio local 
+ n coincide com ara-
dial global 
+ 
r , logo: 
d <P 
clr - ik<J, = o em r"" (III. 23) 
O fator Ir , que aparece na equaçao (III ,13), 
é para compensar o espalhamento bi-dimensional da energia da 
onda. 
Ou seja, para um dado elemento ar, quanto maior 
a sua distância da origem, menor a energia que passa por ele. 
Assim, para o elemento ar, a energia de onda 
por unidade de comprimento do elemento decresce na proporçao 
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de 1/r, pois a energia que passa por círculos concêntricos 
de raio r ê constante e, assim, as relações de proporciona-
lidade tornam-se: 
Eanda a 1/r 
(III.24) 
!la <Po a 1/ ,ír 
A condição (III.23) justifica o fator que apar~ 
cena condição de radiação (III.13) e, também, requer que o 
limite 
lim rr . 1 <Po 1 < 00 (III.25) 
r->-oo 
isto ê, tenha valor finito. 
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gura IV.l, como: 










- altura da onda, definida como a distância entre 
crista e cavado 
- comprimento de onda, que ê a distância entre duas 
cristas sucessivas 
- período de onda, que ê o intervalo de tempo entre 
a passagem de duas cristas sucessivas num determi-
nado ponto 
é a frequência angular 
é o numero de onda 
c = ~ = f - ê a celeridade ou velocidade de avanço do trem de 
ondas 
d ê a lâmina d'água na região 
a - grandeza característica da estrutura 
g - aceleração da gravidade. 
Os parâmetros adimensionais que são normalmente 
utilizados pará caracterizar um trem de ondas e estão defini-
dos a seguir, serão posteriormente usados para se analisar o 
desenvolvimento básico e a validade de algumas das principais 
teorias. 
Os principais parâmetros adimensionais sao: 










Fig.:m:-1 _características que definem um trem de ondas num 
determinado instante 
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- que também expressa a Inelínaçãa da onda, po-
rém para aguas rasas. E o chamado númena de 
Unhell que representa a razão entre as parce-
las de 1e e ze ordens. 
d/g T2 ou kd - que sao os chamados panâmetnah de pna6undída-
de. 
Assim, uma determinada onda de projeto, caract~ 
rizada por H, L e d, poderia ser convenientemente descrita 
pelos adimensionais H/gT 2 e d/gT 2 • 
O que caracteriza cada uma das diversas teorias 
sao as hipóteses simplificadoras adotadas no seu desenvolvi-
mento. 
Para facilitar o desenvolvimento, aplicam-se os 
seguintes números adimensionais: 
e = H/d 
µ = d/L 
Uma mudança para coordenadas adimensionais, na 
forma: 
X L . X 
z = d z 
ç = H E; 2 
t 





aplicada às equaçoes (III.6) do PVC bi-dimensional e não-li-
near, fornece as seguintes equações: 
@;;: 2 3<1> 
E -,,--t + E -
a ôx 
[ 






Z ; -1 
em E z ; 2 i; 
o em Z E ; 2 i; 
( IV .1) 
cujo sistema fornece uma indicação das simplificações que po-
derão ser adotadas. 
Assim, pode-se distinguir três casos: 
19 - Ondaó de pequena ampl~~ude 
µ é na ordem de grandeza de 1, logo 
de ordem muito inferior a 1. 
E ; H 
2a 
Esta s-i;mplificação - sugere uma soluçào 
- H ~ 
; 21 <<< 1 e 
do tipo 
00 




29 - Ondaó de ampli:tude 6ini:ta em aguaó naóaó 
Quando E é na ordem de 1 e µ = i <<< 1 L isto é, é de 
ordem muito inferior a 1, que sugere uma solução do tipo 
00 
<j> = L µ2n <!> (n). 
n=l 
39 - Ondaó nela:tivamen:te longaó, ónaeamen:te néio-Léneanu em 
âguaó naóaó 
Quando E é na ordem de µ 2 e µ é de ordem inferior 
a 1, a solução sugerida é do mesmo tipo que a do segun-
do caso. Estes dois Últimos casos de simplificações ser 
vem para o entendimento das teorias de águas rasas e in-
termediárias como a enoidal e óoli:tãnia. 
IV.2 - Critérios de Validade das Principais Teorias de Onda 
a - In:tnoduç.éio 
O problema da seleção da teoria de onda mais a-
propriada aparece frequentemente no projeto de estruturas off 
shore, uma vez que, especificadas as características princi-
pais da onda, como o período (T), a altura (H) e a profund! 
dade da região (d), a escolha da teoria de onda dependerá das 
variáveis de interesse no cálculo. Por exemplo, se a variá-
vel de interesse fosse apenas o perfil da onda, a teoria esco 
lhida poderia ser diferente se estivéssemos interessados ape-
nas na avaliação das forças. 
Outro aspecto importante e que para as análises 
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preliminares de um determinado projeto, usa-se a teoria li-
near que pode fornecer um bom resultado com um mais baixo es 
forço computacional. 
Hã também, em alguns casos, a recomendação das 
sociedades classificadoras, para que os cálculos sejam fei-
tos por mais de uma teoria para possibilitar posteriores ana 
lises comparativas. 
A solução mais elementar para o problema 
~ 
e a 
teoria linear de AIRY (1). Sua validade é restrita aos ca-
sos em que a altura de onda é relativamente pequena em comp~ 
raçao com o comprimento de onda e a profundidade, isto 
H/L e H/d <<< 1. 
~ 
e, 
Já quando a altura de onda tem uma dimensão fi 
nita, os efeitos não lineares nao podem ser mais desprezados. 
Assim, STOKES (4) desenvolveu uma teoria baseada em séries 
trigonométricas para ondas de amplitude finita, cuja valida-
de se restringe à águas intermediárias e profundas, A tabe-
la IV.l, resume as hipóteses assumidas no desenvolvimentodas 
teorias de AIRY e STOKES. 
Uma apresentação das teorias de STOKES é feita 
em SARPKAYA (1), onde podemos observar que, devido as fal 
xas de aplicação, têm especial importância as de 1~ e 
5~ ordens. 
Seguindo a solução proposta por STOKES, muitos 
autores apresentaram tratamento numérico do problema. Devi-
do à grande quantidade de cálculos exigidos, muitos trabalhos 
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apresentam erros. 
Mais recentemente SKJELBREIA e HENDRICKSON ( 5) 
e CHAPPELEAR ( 6) apresentaram as equações completas para a 
teoria de STOKES de se ordem. 
Para o desenvolvimento da teoria de onda solitâ 
ria, que se caracteriza por uma simples intumescência sobre o 
nível de águas tranquilas, com movimento de translação e que 
aparece em águas rasas, particularmente em canais, é que 
MCCOWAN (7) introduziu a função potencial complexa na forma 
de série de potências. 
-Posteriormente, ainda para aguas rasas, apare-
ceu a teoria cnoidal, que difere da onda solitária por seu com 
portamento periódico. A figura IV.2 apresenta esquematicame~ 
te a diferença entre uma onda puramente oscilatória e umaque, 
como a solitária ou a cnoidal, apresenta transporte de massa. 
S.W.L 
( a ) onda puramente oscilatória 
S.W.L 
( b) onda que apresenta transporte de massa 
Fig. m:-2_ Diferença entre ondas,quanto ao transporte 
de massa 
48 
Uma solução aproximada para o problema foi apr~ 
sentada por KEULEGAN e PATTERSON (8) que, juntamente com a de 
MCCOWAN, apresentaram os melhores resultados quando compara-
dos com os resultados experimentais. 
Assim, até o momento, para o tratamento das car 
gas atuantes sobre estruturas "off-shore", dois grupos de so-
luções foram apresentados: 
19 - para águas intermediárias e profundas, as teorias de 
STOKES, incluindo naturalmente a de AIRY que e a STOKES 
de 1::J: ordem. 
29 - para águas intermediárias e rasas, as teorias Cnoidal e 
Solitária. 
A figura IV.3 abaixo, mostra o perfil de uma o~ 
da cnoidal e suas formas limítrofes, que sao a solitária, por 
um lado, e a linear por outro. 
Visando uma faixa de aplicação mais ampla, DEAN 
em 1965 C 91 introduziu um método numérico para prever as ca-
racterísticas de ondas bi-dimensionais, baseado na represent~ 
ção do fluxo por meio da função de corrente ("stream function") . 
A aproximação proposta fundamenta-se em minimi-
zar o erro que aparece ao tentar satisfazer a condição de con 
torno dinâmica na superfície, que ê a Única condição não sa-
tisfeita integralmente pela função de corrente na sua forma 
original. 
Mais recentemente, DALRYMPLE (10) e (11) es-
tendeu a teoria de função de corrente para permitir a inclu-
são de correnteza não uniforme. Também, LAMBRAKOS e BRANNON 
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.....__ - <.......:.._ __,,, 
( o )onda de Airy :águas profundos,ondos de pequeno declividade 
......__ ___;;;;- c::::::::::::: _./ 
( b )ondas de Stokes: óguos profundos,ondos de declividade finito 
<........:: _____ ~7 .......: ______ __;;;, 
( e )ando Cnoldol : águas rosas 
( d )ando Solitário: perfil limite poro o ando Cnoidol,quondo 
o período tende o infinito 
Fig.m:-<3-Apresentação esquemática dos vários perfis de onda 
50 
(12) desenvolveram um método de potencíal de velocidades que 
permite o tratamento de perfis arbitrários de onda que variam 
durante a sua propagaçao. 
Neste Último procedimento, o potencial de velo-
cidades foi desenvolvido em séries duplas de FOURIER cujos co~ 
ficientes são determinados pelo método dos mínimos quadrados 
aplicado ãs condições de contorno na superfície livre. 
Esta técníca é Útil para lidar com séries canse 
cutívas de ondas com características independentes. 
IV.3 - Comparação e Validade das Teorias de Onda 
Antes de se inícíar os comentários sobre as dí-
versas teorias e os critéríos usados para a escolha das mes-
mas, deve-se defínír matematícamente os príncípais limítes p~ 
ra o adímensíonal d/L, ou seja, a razão entre a profundid~ 
de e o comprímento de onda. Assim, diz-se que se estã em: 
19 - Águas profundas: 
quando 
onde 
d/L > 0.5 
tanh (21T d/L) ;; 
29 - Águas íntermediârías: 
quando 0.5 > d/L > O.OS 
39 - Águas rasas 




onde tanh (21T d/L) - 21T d/L 
1 
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A figura IV.4, abaixo ilustra as diferenças que 
existem na órbita e nas velocidades da partícula para as di-
versas faixas de profundidade. 
Como já foi dito anteriormente, do ponto de vis 
ta estritamente teórico, as teorias de onda deveriam ser divi 
<lidas em dois grupos, de acordo com a sua validade em função 
da profundidade e da altura. 
Assim, as teorias de STOKES, incluindo a 1~ or-
dem (ou teoria de AIRY) deveriam valer para águas intermediá-
rias e profundas. A ordem a ser empregada dependeria, em 
~ 
a-
guas profundas, da relação H/L e, em aguas intermediárias, 
das relações H/L e H/d ou, em outros termos, do número de 
URSELL, Ur. Já a teoria cnoidal, tendo como limite a solitá-
ria para a região de arrebentação, deveria ser aplicada em á-
guas de intermediárias para rasas. 
A dúvida aparece quando se necessita quantifi-
car velocidades e acelerações, a partir de valores para as r~ 
lações entre profundidade, altura e comprimento de ondas que 
não tendem assintoticamente para zero. 
Assim, fica difícil a escolha da teoria, uma vez 
que faltam especificações dos limites em águas intermediárias 
dessas teorias. 
A figura IV.5 apresenta uma proposta sobre os 
limites esperados de validade das diversas teorias, baseado 
em DEAN (1970) (35), que fez inicialmente a comparação das d.!_ 
versas teorias, usando como critério a aderência dos resulta-
dos aplicados à superfície livre, e que chegou à conclusão de 






















( e )águas profundas 
Fig.IIZ'.-4_0'rbitas das partículas fluidas em f1.11Ção 
da profundidade 
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que para águas rasas recomenda-se a teoria cnoidal e para á-
guas profundas a teoria de Stokes de sê ordem. 
A figura IV.6 mostra a aplicabilidade das diver 
sas teorias, segundo apresentado por LE M~HAUTE (3), onde ve-
se as faixas de validade para a cnoidal em águas rasas e as 
diversas ordens da teoria de Stokes em águas profundas, con-
forme o valor do parâmetro H/L ou H/gT 2 • 
Como era de se esperar, a "stream function theo 
ry" desenvolvida por DEAN (1965) ( 9 ) , apresenta um campo mu_i 
to grande de aplicação, deixando porem definidas áreas para a 
aplicação das teorias cnoidal e Stokes de 1ê e zê ordens. 
IV.4 - Conclusão 
Paralelamente ao fato de a teoria linear de AIRY 
apresentar uma formulação bastante simples, facilitando os de 
senvolvimentos das equações que representam o problema da di-
fração, a escolha desta teoria também está fundamentada nos 
seguintes fatos: 
a - a sua faixa de aplicação, segundo os gráficos mostrados 
por DEAN (1970) (35) e por LE M~HAUT~ (1976) ( 3), é pa-
ra ondas não muito altas, em águas de profundidade inter-
mediária. Sendo assim, nestes casos poderia ser viável o 
uso de algumas estruturas gravitacionais, onde as forças 
de onda seriam avaliadas através da teoria da difração. 
b - para as análises preliminares de um projeto de estrutura 
"offshore" é interessante usar a teoria linear, por forn~ 
cer um bom resultado com baixo esforço computacional. 
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e - há projetos para os quais as Sociedades Classificadoras 
recomendam que os cálculos das forças ambientais sejam fel 
tos por mais de uma teoria (entre elas a linear) para po~ 
sibilitar posteriores análises comparativas. 
limite de quebra,H=H.--




0.00003 --~----_._ ___ __,.,.da..._ _ _. 
0.0003 0.4 
Fig. JJZ:.- 5 - Ca.m po de utlllzaçao das teorias de onda , tendo como 
critério de comparaçlio a condição de contorno 






















0.00005 O.OI 0002 0.005 O.OI 0.02 0.05 0.1 0.2 
d 
gTz 
Fig.llZ:-6_Campo de aplicaçao de diversas teorias, 
Le Méhaute ( 1976) C 3l 
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V - M~TODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO PARA SOLUÇÃO DO PVC AS-
SOCIADO 
Este capítulo se destina a apresentação do de-
senvolvimento do método atê a formação do sistema linear a ser 
resolvido para se determinar os potenciais e, consequentemen-
te, as forças de onda sobre cilindros verticais de seção tran~ 
versal arbitrária, porém constante ao longo da profundidade. 
V.1 - Definição do Problema Potencial 
Se, conforme descrito no capítulo anterior e 
ilustrado na figura V.1, considerarmos as seguintes hipóteses: 
1 - trem de ondas regulares de Airy 
2 - região com profundidade constante 
3 - fluido invíscido e incompressível 
4 - fluxo irrotacional 
5 - obstáculos cilíndricos de seçao transversal constante 
o PVC que representa este escoamento pode ser descrito 
equação de Helmholtz 
v2 ~ + k2 ~ = o D D em 
• 
















Fig. JZ:-1 - Definição do problema 
onde 
- ik <P D 
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= o em r 
<P(x,y,z,t) = <P 1 (x:,y,z,t) + <PD(x,y,z,t) 




e o potencial da onda incidente; e, 
<PD = A • f (z) . <Pn Cx, y) • -iwt e 
e o potencial da onda difratada. 
00 
(V. 3) 
Para que o PVC acima represente completamente 
o fluxo ao redor dos obstáculos cilíndricos, os coeficientes 
k, w, d e g devem obedecer a candiç.ãa de. di1.ipe.tu,ãa, dada por: 
w2 
g = k tanh ( k , d) (V, 4) 
Como normalmente sao dados o período da onda i~ 
cidente e a profundidade, pode-se determinar o valor do núme-
ro de onda usando-se o processo iterativo de Newton-Raphson di 
reto na equação acima. 
Uma vez conhecido cp
0
, pode-se escrever a ex-
pressao para as pressões, a partir da equaçao de Bernoulli,c~ 
mo: 
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frente de onda 
ÍCz 
• • •• 
o seta nos contornos 
Indica o sentido do 
lnte11roçllo 
Fig.JZ:-2 _ Definição dos contornos da região 
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p = (V. 5) 
A força por unidade vertical de comprimento ê: 
~z = J p n dr 
rc 
(V, 6) 
e a força cortante e momento tombante na base dos pilares são: 
F = 






F . (z+d) dz -z 
(V. 7) 
(V, 8) 
onde observa-se que as integrais vao até z = o e nao até 
z = ~ , por se estar assumindo uma teoria linear com 
senoidais de amplitude infinitesimal. 
ondas 
Desde que foi assumido para o potencial de vel~ 
cidades uma variação hiperbólica com a profundidade, estas va 
riâveis podem ser escritas como: 





e (V, 9) 
F pgH 




-z k cosh (kdJ 
(V. 1 O) 
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F = pg;d tanh (kd) 'l' -iwt (V, 11) kd e 
M pgH d' rkd sinh(kd) + 1 - cosh (kd) J· 'l' -iwt (V .12) = k e (kd) 2 cosh (kd) 




cj, dr (V.13) T T) c 
c 
V.2 - Solução Fundamental da Equação de Helmholtz 
Define-se a solução fundamental da equaçao de 
Helmholtz, como a função que satisfaz a equaçao de Helmholtz 
com uma singularidade discreta. 
- º e P. Q) 
(V .14) 
cj,* (p, Q) = 
onde, 
1 r 1 = [cx-1;) 2 
'/ 
+ (y-n) '] ' distância entre os pontos 
p e Q. 
ô (p' Q) e a função impulso unitário 
H' ~ a função de Hankel do 19 e 
o 
tipo e de ordem zero 
Q = Cx, y) ponto campo 
p = (i;,n) ponto fonte 
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Por sua vez, a função impulso unitário ou Del-
ta de DIRAC é definida de forma a apresentar as seguintes pr~ 
priedades: 
ô (p' Q) = o para Q f. p; 
Ô (p 
O 
Q) : 00 para Q = p; e, 
f íl µ(Q) . ô(p, Q) díl(Q) = µ(p) 
(V .15) 
onde íl é um domínio plano. 
A função <P* assim definida, satisfaz a 
condição de radiação. Para mostrar, considera-se as expan-
sões assintóticas da função de Hankel para r + 00 
ABRAMOWITZ e STEGUN (18), como se segue: 
1 2 
1 
/ 2 i (kr - rr / 4) 
4 (rrkr) · e 
onde, para r + 00 , tem-se 




* ik<J, = o em r 
00 
(V .16) 
V.3 - Teorema da Divergência e as Identidades de Green 
O teorema da divergência é uma ferramenta útil 
para relacionar as integrais de volume e superfície. Um de-
senvolvimento completo pode ser achado em (17). 
Este teorema estabelece que o fluxo do vetor 
F através da superfície fechada (r) é igual à integral do 
divergente de F em todo o volume (íl) circundado por (r). 
Isto é, 
F díl = !} dr 
onde, 
F e um campo vetorial e 
n é a normal à superfície r 
Chamam-se solenoidais os campos F tal que: 
dív F = V F = O 
tendo como consequência um fluxo nulo através de qualquer su-
perfície fechada. 
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Em particular se F ê um rotacional, então 
F = rot g 
e, como 
div F = div Rot g = o 
Os campos que derivam de um potencial sao irro 
tacionais, ou seja 
F = grad cj, = .. 
Rot grad cj, = O 
onde 
cp ê o potencial escalar. 
As fórmulas de Green são achadas ao se aplicar 
o teorema da divergência em um campo potencial do tipo 
F = cp • gr ad 'I' = cj, V 'I' 
onde 
cj, e 'I' E: c. 2 • Assim, 




17 = div. grad e 
d i + 
ax -
d d 
'y 1 + "k o - oZ -
Este operador 17 2 é conhecido como Laplacia-
no. Substituindo-se na primeira expressão obtém-se: 
Como 
n , então 
17'1' díl = J 
r 
= J r { cp 17'1') • n dr 
que é conhecida como p4imei4a identidade de Gneen. 
A -0eganda identidade de Gneen obtém-se obser-
vando, que por simetria, poderíamos trocar a posição dos p~ 
tenciais cp e 'I' no primeiro membro da equação acima. Logo, 




,,, ~ dr -
'I' ~n J 1jJ 17 2 1jJ díl 
íl 
expressão da outra e reorde-
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f ( <!> .zí - 1/J ~)· dr an an (V, 17) r 
Por este desenvolvimento simplificado, nota-se 
que as funções <!> e 1/J não podem ser singulares· em pontos den-
tro do domínio íl, ou sobre o seu contorno. 
Caso ocorram singularidades, devemos isolá-las 
através de contornos adicionais r e calcular os limites qua~ 
E 
do E <+ Ü • (Ver refer~ncia (19) e figura V.3), 
domínio 
.n. 
(o)singulorklade no contorno 
domínio 
.n. I'c = I'c-e + L'e. 
(b)sinoularldode no domínio 
Flgu ra :2:-3 
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V.4 - Solução do Problema da Difração, Aplicando-se a Segunda 
Identidade de Green. 
Para formular a solução do problema de difra-
çao, necessita-se achar uma equação integral equivalente a 
expressao CV. 1) . 
Assim, pode-se iniciar escrevendo a seguinte 
equaçao de resíduos ponderados, referência (21), usando a 
equaçao (V,l) e suas condições de contorno (V,2) e (V,3): 







íl ê a região ocupada pelo fluido 
rc ê a superfície do corpo 
r ê a superfície de contorno no infinito 
00 
* cj, é a função de ponderação 











) dr + J ( ~ * 
roo 









J r +r 
c "' 
Substituindo-se (V.15), (V.16) e 
+ 
(V .19) 
(V .17) em 
(:V.19}, tem-se, para um ponto "p" pertencente ao meio flui-
do íl, que: 








ri e a normal externa ao meio fluido no ponto "Q" 
Q e um ponto sobre o contorno r . c 
Esta equação é conhecida como solução de WEBER 
para a equaçao de HELMHOLTZ, conforme BAKER e COPSON (19-50) 
(22) . 
A equaçao (V.20) permite a avaliação do poten-
cial em qualquer ponto da região íl através da integração so 
bre o contorno dos obstáculos, rc 
Como neste PVC os valores de cj)D(Q) nao sao 
prescritos, a equação (V.20) deve inicialmente ser empregada 
para se calcular os valores das incógnitas cj)D(Q) nos contar 
nos. Então, deve-se tomar cuidado com as integrais que apar~ 
cem em (V.20), uma vez que elas possuem termos compostos por 
funções descontínuas na origem, como por exemplo, as funções 
de Bessel de segunda espécie e ordens zero e um 
Yl (x)), onde 
lim YO(x) + - oo e 
X + 0 
lim Yl(x) + - oo 
X + Q 
(YO (x) e 
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Assim, para o caso bi-dimensional, assume-se 
que o contorno ê acrescido de um Pequeno contorno r , par E: -
te de um círculo de raio E: centrado no ponto "P" 
cente ao contorno rc (ver figura V.4). 
perten-












A integral definida em r c - r E e continua quando E+ O, trans-
formando-se novamente na equaçao (V.20), uma vez que o con 
torno passa a ser o próprio rc. 
Já para análise da integral sobre rE: assu-
me-se, inicialmente, que a função <Pn satisfaz a condição de 
.. 
HOLDER (19) no ponto "p", ou seja, que 
1 <PnCP) - <PnCQ) 1 < A • r(p ,Q)ª 
onde A e a sao constantes positivas com a> l; e 
é a distância entre os pontos "p" e "Q", 
(V. 2 2) 
r (p, Q) 
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Ainda, com o objetivo de calcular os limites 
da equação (V.21) podemos usar uma expansão da função de Han-
kel até a ordem (k.r(p,Q)) 2 , que é dada por 
onde 
cp* (k . r(p,Q)) = 2; [Y + 9-n 
k r(p,Q) 
2 )
. + i 
4 
y e a constante de Euler (0.577216 ... ) 
k ê o número de onda 
r(p,Q) é a distância entre os pontos "p" e "Q" 
(V, 23) 
Derivando-se a expressão (V.23) obtém-se: 
= 1 (V. 2 4) 
Zrr • r 
Tomando-se o primeiro termo da integral sobre 
rE da equação (V.21), somando e subtraindo o valor do poten-
cial difratado no ponto p, obtém-se: 
f 




"""ãn (p 'Q) dr CQ) 
fE 
(V,25)_ 




referinclo poro medido 
dos 6ngulos ,& 
Fig. Y-4_ Aumento do contorno rc por cousa 
de uma singularidade em p 
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.. 




. <j,D (Q) dr (Q) E-->-Ü 3nCP,Q) = 
rE 
(V. 2 6) 
= 9-im f d <P * . dr CQ) • <PnCP) ôn (p ,Q) E-->-Ü r E 
Como estamos sobre o arco rE. 
e 
r = E V 
Logo, usando-se a aproximação dada por (V.24) e a mesma no-












= - 1 Jez 
2'1T 
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- ' €: d.f). 
E 
1 cr - + 2'1T 




De forma análoga pode-se mostrar que o segundo 
termo da integral sobre r E da expressão (V, 20) recai em: 
l',im I * 
ôcj,I 
cp (p,Q) ~CQ) . dr CQ) = E+Ü 
rE 
(V. 2 7) 
l',im 
J 





Usando a aproximação (V,23) no limite acima, e 





l',im 12 ( 1 kE i )E d8 cp (p ,Q) dr (Q) = 21T (y + l',n -y) + 4 =O E+O E+Ü Je 
r 1 E 
(V. 2 8) 
Portanto, levando-se estes resultados na expre~ 
sao (V. 21), obtêm-se a formulação da integral de contorno pa-
ra um ponto sobre o próprio contorno, como: 
( 




J CQ) · dr (Q) = o 




cr(p) é o ângulo entre as normais ~l e ~2 , ou em ou-
tras palavras, o ângulo que o contorno forma no 
ponto "p". 
Nota-se de imediato, os seguintes valores par-
ticulares do coeficiente C(p), 
e (p) = 1 para pontos p E íl 
1/2 para pontos P E: r em partes não angu-c 
lares do contorno r e C\ = 11) c 
o para pontos externos ~ íl a 
Se for de interesse, pode-se calcular o valor 
do potencial em qualquer ponto do domínio, fazendo-se C (p) = 1 
na equaçao (V.29) ou tomando-se diretamente a equação (V.20), 
logo 
onde 
p E íl 
J 






Como se vê, esta equação acha os valores de 
<t>
0
(p) para p E: íl (domínio) usando os valores, anteriormen 
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(a) elementos constantes 




(e) elementaa quadráticos 
Fig.JZ:-5_Discretizoção dos contornos 
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te calculados, de •nCQ) para Q E rc (contorno). 
A equação (V.29) pode ser discretizada e resol 
vida numericamente. AU e BREBBIA (21) testaram diferentes 
tipos de elementos de contorno, como constantes, lineares e 
quadráticos e mostraram uma eficiência satisfatória do eleme~ 
to constante para os casos práticos. (Ver Figura V.S). 
Este, também, é o mesmo tipo de elemento que 
normalmente se usa para o desenvolvimento da formulação pelo 
método indireto, conforme mostram SARPKAYA e ISAACSON (1). 
V.S - Discretização do Contorno 
O contorno rc pode ser discretizado em M 
elementos de contorno para os quais as variáveis •n e ª•r 
podem ser interpoladas usando-se funções de interpolação (N). 
Assim, para o elemento "j", tem-se 
•n U) = (N) . 2n n (j l 
(V, 3 O) 
q (j) = (NJ gn(j) 





do elemento 11j". 
A equaçao integral (V. 29) torna-se 
onde 
78 
M J C(p) . <PnCP) + E
j=l 
-n 9 (j l 
r. 
J 










Para o caso de se assumir a discretização do 
contorno rc em M elementos constantes, pode-se fazer al-
gumas simplificações em cima da equação (V. 31). 
Assim, conforme mostrado na Figura V.6, para o 
elemento constante a função potencial cpD(j) tem um Único va 
lor sobre o elemento "j", que é normalmente calculado como 
sendo o valor de cpD no ponto médio do elemento. 
Por sua vez, a função de interpolação (NJ tor 
na-se igual a 1 e a constante C(p) = 1/2, pois o ponto usado 




j=l I acp* (i,g) d r. CQ) 3n. J -J r. 
J 
M J E cp*(i,QJ a r.CQl 






onte sobre o ponto p 
79 
Flg.JZ:-6_ Distribuição das funções +0 e q ao longo de ri 
para 1 < i ~ M, sendo n. o vetor unitário normal ao ele-
-J 
mento "j" e apontando para fora do meio fluido. 








1 ct, 0 CM) 
G (V. 33) 
::: 
sao os potenciais desconhecidos para 
cada ponto m~dio de cada 
to 
elemen-
a<1> 1 (1) 
3121 
J 
a<1> 1 C2) 
9r = 3122 
1 
l 3<PI (M) 1l!)M J 
H. . = 1/ 2 . o . . + / lJ lJ 
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sao valores prescritos, 












é um coeficiente da matriz H e representa a influên-
de uma fonte no ponto "i" sobre o elemento "j". 
Gij - - J <P*(i,Q) d rj (Q) 
r. 
J 
e um coeficiente da matriz G que, analogamente a 
H .. , pode ser entendido como a influência de uma fonte 
lJ 
no ponto "i" sobre o elemento "j", 
o.. = 1 
lJ 
o 
para i = j 
para i 'f j 
Ainda, separando-se a parte real e imaginária 















= u + 
= R + 













Assim, a dimensão do sistema passou a ser 
(2M x 2M), porém apresentando vantagens em relação ao uso de 
variáveis complexas no computador. 
A solução do sistema acima permite descobrir o 
valor do potencial difratado ao longo do Gontorno, ou melhor, 
das seções planas dos obstáculos, para z = O. 
A partir daí, calcula-se o potencial total e 
expande-se através da altura z, com o que pode-se avaliar a 
força cortante e momento de tombamento para cada pilar de se-
ção arbitrária, considerado conforme o proposto. 
V.6 - Integração Sobre Cada Elemento 
Para elementos constantes as integrais que ap~ 















(V, 3 5) 
onde a solução fundamental e sua derivada em relação ã nor-
mal ao elemento "j" são dadas por: 
onde 
cj,"'(i,Q) = { [- Y0(k r(i,Q)) + i J 0(k . r(i,Q))} 
(V. 3 6) 
r(_i,Q) ê a distância entre o ponto fonte "i" e os po~ 
tos "Q" sobre o elemento "j". 
Para as funções de Bessel, foram adotadas as 
aproximações polinomiais dadas por ABRAMOVITZ e STEGUN (18), 
por fornecerem um erro compatível com a precisão computacio-
nal. 
As expressoes polinomiais estão reproduzidas a 
baixo: 
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a - Fun~ão de Be-0-0el de pn{me{na e-0pee{e e andem zeno 
Para - 3 < x < 3 
J
0
(x) = 1 - 2,24999 97(x/3) 2 + 1,26562 OS(x/3) 4 
-0,31638 66(x/3) 6 + 0,04444 79(x/3) 8 
- O, 00394 44 (x/3) 10 +O, 00021 00 (x/3) 12 + E 
!E 1 < 5 X 10-8 
Para 3 < x < oo 
Jo(x) = 
ó - l'un~ã.o de Be-0<1el de -0egunda e-0pee{e e andem zeno 
Para O_ < x < 3 
Y
0 
€x) = (2/rr) ln(4 x) J 
O 
(x) + ,36746 691 
+ 0,60559 366(x/3) 2 - 0,74350 384(x/3) 4 
+ O ,25300 117 (x/3) 6 - O, 04261 214 Cx/3} 8 
+ 0,00427 916(x/3)1 º - 0,00024 846(x/3)12 + E 
kl < 1.4 X 10-8 
Para 3 < x < oo 
y (x) 
o 
Para - 3 < x < 3 
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x-1 J 1 (x) =} -0,56249 985(x/3) 2 + 0,21093 573(x/3) 4 
- O ,03954 289 (x/3) 6 + O ,00443 319 (x/3) 8 
- O ,00031 76l(x/3) 10 + O ,00001 109(x/3) 12 + E 
JE:I < 1.3 x 10- 0 
Para 3 < x < oo 
d - Função de Beõõel de õegunda eõpêeie e o~dem 1 
Para O< x < 3 
X Y l (X) = (2/11) X ln (à X) Jl (x) - 0 ,63661 98 
+ O ,22120 91 (x/3) 2 + 2 .16827 09 (x/3) 4 
- 1.31648 27 (x/3) 6 + O ,31239 51 (x/3) 8 




Para 3 < x < oo 
y 1 (x) = 






e e1 são dadas por: 
f
0 
O ,79788 456 - O ,00000 077 (3/x) - O ,00552 740(3/x) 2 
- O ,00009 512 (3/x} 3 + O ,00137 237 (x/x)' 
- O ,00072 805(3/x) 5 + O ,00014 476(3/x) 6 + e 




= O ,79788 456 + O ,00000 156 (3/x) + O ,01659 667 (3/x) 2 
+ O ,00.017 105 (3/x) 3 - O ,00249 511 (3/x) 4 
+ 0,00113 653(3/x) 5 - 0,00020 033(3/x) 6 + e 
1 E: 1 < 4 X 10 
-8 
e = x - o, 78539 816 - o ,04166 397 (3/x) 
o 
-0,00003 954(3/x} 2 + 0,00262 573(3/x) 3 
- O ,00054 125(3/x) 4 - O ,00029 333(3/x) 5 
+ O, 00013 558 (3/x) 6 + e 
-B 
1 E: 1 < 7 X 10 
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8l = X - 2,35619 449 + 0,12499 612(3/x) 
+ O, 00005 650 (3/x) 2 - O ,00637 879 (3/x) 3 
+ O ,00074 348 (3/x) 4 + O ,00079 824 (3/x) 5 
- 0,00029 166(3/x) 6 + E 
isl < 9 X 10-B 
O comportamento destas funções de Bessel pode 
ser apreciado na figura V.7, abaixo, onde nota-se que para x 
tendendo a zero, Y 
O 

















' 1 1 
Jo( K l ................. .. 
Yo(K} ----
Ji(x l -·-·-·-·-· 
Yi( X) ----- - --
Fig.:ll:-7_ Funções de Bessel 
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Tomando-se i f j , as equaçoes dadas em 
(V.35) podem ser integradas usando-se o método normal de inte 
graçao de Gauss para funções não-singulares. 
Sendo que, o número de pontos necessários a es 
ta integração é escolhido seletivamente em função da distân-
cia e do tamanho do elemento r .. Assim, quanto mais próximo 
J 
está o ponto "i" do elemento r. 
J 
e quanto maior for o tam~ 
nho maior o número de pontos de integração usados no me 
todo de Gauss. 
As integrais (V.35), mudando de coordenadasca~ 
tesianas para coordenadas locais (s), tornam-se: 
L 1P..: . ôn. (1 ,O -J . JJ 1 . ds ,e 
1 j _ 
1 
<1> * o . o . 1 J 1 • ds 
(V .37) 
onde IJI é o Jacobiano que muda o sistema de coordenadas glo-





o comprimento do elemento 
O critério adotado para integração foi: 
J 
1 










n = 6 para ij/r(i,j) > 0.25 
n = 4 caso contrário 
Os valores correspondes de wi e x. 
1 
foram 
tirados de ABRAMOVITZ e STEGUN (18) e estão reproduzidos na 
tabela V.2. 
Já, para i = j, tem-se 
L ôcp * . t. d<p * (i,Q) ôr o an. (1,Q) d r j (Q) = ar- . ~ . dr. CQ) = n. J -J -J 
J J (V. 3 8) 
devido à própria ortogonalidade entre o elemento rj e sua 
normal, assim ôr(i,Q) an. 
-J 
= o. 
Então, conclui-se que os coeficientes da diag~ 
nal da matriz H dada em (V.35) são: 
H.. = 1/2 
ll 
para 1 < i < M 
A segunda integral dada em (V.37) foi inte-
grada fazendo-se a separação da singularidade logarítmica de 
YO e integrando-se cada termo separadamente. 
O termo que a contém foi integrado usando-se o 
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método da quadratura de Gauss, uma vez que a singularidade 
que aparece é do tipo logarítmica. 




J f (x) • tn x . dx 
o 
x. sao as abscissas dos pontos envolvidos 
l 
wi sao os fatores de peso 
f (2n) (E;) 
(2n) : 
K n 
e a função que dá o erro devido 
ã aproximação 
Os fatores de peso adotados foram, para uma in 
tegração com 4 pontos, dados na Tabela V.l abaixo. 
N!JMERO ABSCISSA FATOR DE PESO 
~ n X; - w; ' 
4 0.041448 0.383464 0,00001 
0.245275 0.386875 
0.556165 0.190435 1 
0.848982 0.039225 
TABELA V.l 
Abscissas e fatores de peso para a integração 
de (iaus-s C(')ffi singularidade lo,;arítmica. 
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N9 DE PONI'OS ABSCISSAS FATORES DE PESO INTEGRAÇÃO x. w. n 1 1 
4 -0.86113 63115 94053 0.34785 48451 37454 
-0.33998 10435 84856 0.65214 51548 62546 
0.33998 10435 84856 0.65214 51548 62546 
0.86113 63115 94053 0.34785 48451 37454 
6 -0.93246 95142 03152 0.17132 44923 79170 
-0.66120 93864 66265 0.36076 15730 48139 
-0.23861 91860 83197 0.46791 39345 72691 
0.23861 91860 83197 0.46791 39345 72691 
0.66120 93864 66265 0.36076 15730 48139 
0.93246 95142 03152 0.17132 44923 79170 
TABELA V.2 
Abscissas e fatores de peso para integração de 
Gauss de funções não-singulares 
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VI - FORÇAS DE ONDA SOBRE ESTRUTURAS COMPOSTAS - UMA APROXI-
MAÇÃO BI-DIMENSIONAL 
Este capítulo se destina a formular o problema 
de estruturas compostas por um ou mais cilindros de seção tran~ 
versal qualquer, constante ao longo da profundidade e que se 
apoiam sobre uma base também cilíndrica de seção qualquer e 
constante até a profundidade máxima. A Figura VI.l 
exemplos deste tipo de estrutura composta. 
..• , ... ., ...... :, ,. ., 
• I / 
........ ·.r->.-· .. ~''='"' .. ,·· 
-~· •• ·~ .. - t .. ... , ;, ·. ... ... 
. .. · .. ·.s.· --:.:,,,-,,:..·:-
Flg.JZI:-I_Tipos de estruturas compostas 
ilustra 
Com base nestes desenvolvimentos teóricos, foi 
feito um programa de computador que permite também a análise 
dos casos limites da estrutura composta previamente descrita, 
que seriam: o cilindro totalmente submerso e o grupo de ci-
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lindros com seçao constante ao longo de toda a profundidade 
da região, conforme mostra a Figura V.2 abaixo: 
\ , ••• •:. 1 , , . . . , .. ., . 
( a l grupo de pilores 
.. ..... \~~ ........ ;· . . . . . 
• •• 
( b) tronco de pller submerso 
Figuro :m:-2 
VI.l - Definição do Problema 
A Figura VI.3, abaixo, define a geometria usa-
da no desenvolvimento. 
Esta aproximação propoe a divisão do meio flui 





Fig.JZI-3_0efinição de contornos 
Estas sub-regiões devem satisfazer, independen 
temente, a equaçao de Helmholtz, uma vez que é suposta uma v~ 
riação hiperbólica dos potenciais com a profundidade, sujeita 
a outras condições de contorno. 
VI.2 - Desenvolvimento das Equações Diferenciais Aplicadas a 
Sub-região íl 1 
A sub-região s-2 1 tem uma profundidade d1 e 
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Para esta sub-região, pode-se escrever: 





a <!> t 
I 
ª121 
cl <!> r 
t 
êln ~1 
= o em íll; 
= o no contorno r1; e 
= Vn , no contorno r 2 , 
(VI .1) 
(VI . 2) 
(VI . 3) 
onde se supoe haver uma permeabilidade deste. Isto é, 
há uma certa velocidade das partículas fluidas cruzan 
do o contorno r 2 . 
Nas equaçoes acima, tem-se 
<J,tI e o potencial total 
= é o vetor velocidade calculado segun-
do a normal ~l ao contorno r, 
Convém observar que o vetor normal ~l é cal-
culado assumindo-se como sendo um vetor unitirio perpendicu-
lar a cada elemento dos contornos e externo a sub-região n1 , 
como se pode ver na Figura VI.4. 
Conforme o desenvolvimento no Canítulo V, pode 







Fig.JZI-4_Defnçõo do vetor normal !li para a 
· sub-região .!lJ 1 · 
HI 






=ri r j 
r 
1 
q, I l GI GI l o _t, r 1 =r1,r1 -::.r l 'r z -= 
q, I 1 I GI 
J \ ~z,r1 
-V -t,r 2 "'rz ,r z 1 -n l ) 
(VI. 4) 
representam a matriz de influência de 
fontes localizadas nos pontos médios de 






VI.3 - Desenvolvimento das Equações Diferenciais para a Re-
gião n2 
Por sua vez a sub-região n2 tem,uma profun-
didade d 2 e está limitada pelos contornos r 2 e r 00 • Assim, 
analogamente ao que foi feito no Capítulo V, pode-se dividir 
o potencial total em difratado mais incidente e aplicá-lo à 








= q, II+ q, II o D 
(VI • 5) 
é o potencial total na região n2 ; 
e o potencial incidente na região n2 ; e 
e o potencial difratado. 
Em pontos do contorno r 2 , usa-se a notação: 
= (VI. 6) 
que, ao aplicar na equaçao de Helmholtz, obtem-se: 
= o em (VI , 7) 
sujeita à condição de contorno de radiação, que como já foi 
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visto é automaticamente satisfeita, e à condição de contorno 
no contorno r 2 . 
Assim, para simular um comportamento único pa-
ra o contorno ficticio r 2 , supoe-se que haja um equilíbrio 
de vazoes por elemento. Isto é, a vazão num determinado ele-
mento i, é a mesma calculada pela região íl1 ou pela re-
gião íl 2 . 
. .. 
Fig. JZI-5 _compatibilidade no contorno r2 
A Figura VI.5 acima mostra os perfis de velocidade, antes e 
depois do contorno da base submersa. 
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Entio, tomando-se o fluxo constante atrav6s do 
conjunto do elemento, tem-se: 
I L, cosh (K1 . (z+d1)} dz . )/,. q cosh (k1 ; t,r 2 . d1) l 
(VI . 8) 
II II r cosh (k 2 . (z+dz) dz . )/,. l - - qD r - q 2 o,r 2 cosh [kz . dz) 
-dz 
onde o sinal negativo aparece por causa das normais calcula-
das para a regiio n1 , ~l' e para a regiio n2 , ~2 , terem 
sentidos opostos. 
Resolvendo-se as integrais e reagrupando, ob-
tem-se: 
onde 
CC , qI + II + II t,r
2 
qD r qº r 











o (VI , 9) 
e 
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Logo, o sistema para a região íl 2 , 
II II 
'í/2 































r II . 1 ~ o,r z + cc 
(VI .10) 
(VI.11) 
1 .vr -n 
(VI.12) 
Deve ser observado que a normal considera-
da para a região íl 2 , ~Z , difere da normal ~l segundo a 
região íl 1 , sobre o mesmo contorno r 2 , como mostram as Fi-
guras VI.4 e VI.6. Isto é, se calculada, usando-se a mesma 
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definição (yetor unitário normal ao contorno r 2 e externo ao 
meio fluido n2). 
Por sua vez, as constantes k1 e k2 devem ser 
calculadas usando-se a relação de dispersão, equação (V.4), 
como: 
w2 
g = e 
(VI .13) 
w2 
= (VI.14) g 
onde, 
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w = 21T ê frequência da onda incidente T a angular 
~ 
g e aceleração da gravidade 
kl = 
21T ~ o número de onda, calculado região "1 Ll 
e na 
de profundidade dl 
kz = 21T 
~ 
de onda, calculado região "z Lz 
e o numero na 
de profundidade dz 
Assim, está se assumindo implicitamente que 
a onda ao mudar de profundidade, isto ê. ela se propagava em 
n2 com profundidade d2 e passou a se propagar em n1 com 
profundidade d1 , manteve o mesmo período, porém variou o seu 
comprimento. 
VI.4 - Acoplamento dos Dois PVC's 
Para a região n1 , pode-se reescrever a equa-




l GI - GI ' J :r/1:r/2 t,r1 - f /1 - r lr z 
o 
< > = 
H H l 'EI 1 GI - G J l V ::l/1 ::,r l z t,r2 - f /1 ;:;f/2 -n J J 
(VI ,151 
e, analogamente, para a região n2 , toma-se a equaçao (VI.12) 
como: 
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CC • V } -n 
(VI .16) 
onde, assumiu-se a continuidade dos potenciais ao longo do con 
torno r 2 , isto e, que: 
ou (VI.17) 
"'II 
! D,r 2 ; 
Como as incógnitas, cj,I cj,I 
- t,r 1 • - t,r 2 
e Yn aparecem tanto 
na equaçao (VI.15) quanto na equaçao (VI.16), pode-se acoplá-
las num Único sistema de forma: 





HI HI GI cj,I ; GI o 





Assim, resolvendo-se este sistema linear, obte~ 
se os valores dos potenciais totais ao longo dos 




equações (V.9), (V.10), (V.11), (V.12) e (V.13), pode-se ob-
ter os valores de pressão, força e momento atuantes sobre o 
obstáculo. 
Para esse sistema, analogamente ao que foi fei 
to para o caso de termos uma única região íl, pode-se sepa-
rara parte real da imaginária, com o objetivo de se 
uma melhor eficiência computacional. 
obter 
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VII - APLICAÇÕES 
VII.l - Aplicação do MEC a Pilares de Seção Arbitrária Cons-
tante em Toda a Profundidade 
O método dos elementos de contorno foi aplica-
do a uma série de problemas de difração de ondas. Com o obj~ 
tivo de avaliar a precisão dos programas desenvolvidos, ini-
ciou-se por analisar estruturas isoladas de seções circula-
res, quadradas e elípticas, das quais se conhecem soluções clãs 
sicas. 
O primeiro exemplo considerado foi o pilar cir 
cular isolado, para o qual se conhece a solução analítica da-
da por MACCAMY e FUCHS (1954) e 3 2) . As Figuras VII.l e 
VII.2 coeficiente efetivo de 
~ a fase da apresentam o inercia e 
força na direção do eixo "x"' obtida usando-se uma malha de 
24 elementos de contorno, para vários valores de 11 ka 11 • 
Como pode ser visto nas figuras, os resultados 
aproximam-se bem da solução exata,inclusive para os pontos com um 
baixo número de onda (ka < O .1) para o qual algumas funções 
de Bessel não se comportam bem. Por exemplo, a solução exata 
quando ka tende a zero e 
ra ka = 0.0001. 
- P~la4 quad4ado ~~olado 
c = 2 
m 
e obteve-se Cm= 1.978 
Esta situação ê de considerável importância no 




• 24elementos constontes 





02 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2 .O 
Fig.JZl[-I_Coeflciente de inércia efetiw da força horizontal 
sobre um cilindro circular, ex" 0° 




02 04 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 
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FigJZl[-2 _ Fase da força horizontal sobre um cilindro 
clrcu lar ,ex •Oº 
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tôrios de Óleo. Apesar de não se ter disponível uma solução 
exata, foram feitas comparações com programas mais gerais e 
resultados experimentais. 
Os resultados de amplitude e fase da força ho-
rizontal, obtidos com malhas de 24 e 48 elementos, estão mos-
trados nas Figuras VII.3 a VII.6, para ângulos de incidência 
de O O e 4 5 ° . 
Estes resultados apresentam boa concordância 
com os apresentados por MOGRIDGE e JAMIESON (1976) 
ISAACSON (1979,b) (30) e AU e BREBBIA (1983) (21). 
(33) , 
Nota-se que a intensidade da força horizontal 
varia pouco com o ângulo de ataque, enquanto o mesmo não acon 
tece com a fase. Também, conforme k tende a zero, o coefi-
ciente Cm tende ao valor do coeficiente de inércia verdadei 
ro 2,19 dado por BRATTER e outros (1958) (23). 
- P~la4 ellpt~ca ~~alada 
Os resultados obtidos para dois ângulos de in-
cidência, a= 30° e a= 60°, estão plotados nas Figuras 
VII.8 e VII.9 respectivamente, e apresentaram uma boa aproxi-
maçao da solução analítica de GODA e YOSHIMURA (1972) (27), 
que usaram separação de variáveis, e com os resultados numéri 
cos de AU e BREBBIA (1983) (21) para uma malha de 16 elemen-
tos de contorno quadráticos. 
Este problema e mais complexo que os anterio-
res, e uma diferença considerável pode ser notada entre os re 




• 48 elementos constantes 
x 24 elementos constantes 





QI 0.2 0.3 Q4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 
Fig.E[ - 3 _ Coeficiente de Inércia efetivo da força horizontal 











Fx = 1 Fxl .'3 
ka/Tou2a/L 
Q6 07 0.8 0.9 1.0 
x 24elementos constantes 
• 48 elementos constootes 
Flg.:mt- 4 _ Fase da força horizontal sobre um pilar 
quadrado ,ex= 0° 
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Cm= lfiil/2egHa2 tan h(kd) 
3 
2 
x 24 elementos constantes 
• 48 elementos constantes 
X 
ka/lT" au2a/L OL-.....,___.____.___._ _ _.___._ _ _.__,___.__---L _____~-
01 0.2 o.3 0.4 o.5 o.s o:r o.8 o.9 1.0 
FigD-5-Coeficiente de inércia efetivo da força horizontal sobre 






Fase( 0 ),6 
x 24 elementos constantes 
• 48 elementos constantes 
Fig. EI - 6 _ Fase da força horizontal sobre um pilar quadrado,oc =45° 
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, -. ' . , jll 
~~ ~.,. " .,.. i,.,V i.,.,v V 
vv 
v v 
r v r vvvv 




(o) exemplo de molho paro análise tridimensional 
de uma plataforma c;irovltoclonol 
( b) exemplo de uma molho poro uma onólise 
bidimensional 




IFxl12ec;i Hdb tan h(kd)/kd 
x 16 elementos constantes 
• 32elementas constantes 






Fig.]Zl[-8_Coeflclenteadimensionol de forço no direção de X 
poro um pilar ellptlco, a =30° 
1.0 
05 
IFyl12ec;i Hda ton h(kd)/kd 
X 
x 16 elementos constantes 
• 32 elementos constantes 
ka ºo!----'----'---'--'-----,L--'-----'--'--'--',---=--
234557 as io 
fig.::mr-9 _ Coeficiente adimenslonol de forço no direção de Y 
poro um pilar elíptlco,a = 60° 
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mais refinada. 
Como mostrado por AU e BREBBIA (1983) ( 21) , 
resultados melhores podem ser conseguidos para um mesmo nume-
ro de elementos, quando se refina a discretização perto doei 
xo maior da elipse, onde há uma variação maior na geometria da 
seção. 
Este exemplo foi iniciado considerando-se um 
par de cilindros de mesmo raio, conforme esquema da Figura 
VII.10; o objetivo é mostrar como as cargas em um cilindro são 
influenciadas pela presença do outro, através de um coeficien 
te que é a razão entre a força sobre o cilindro de teste e a 
força sobre um cilindro isolado, nas mesmas condições. 
Resultados foram obtidos usando uma malha de 
24 elementos de contorno para cada pilar, para três diferen-
tes ingulos de incidência (a; Oº, 45°, 90°), ver Figuras 
VII.12 a VII.15. Estes resultados comparam bem com os apr~ 
sentados por SPRING e MONKMEYER (1974) (36) e ISMCSON (1979.c) 
(31)_. 
Como pode ser visto nestas figuras, o 
aumento da força é mais significativo quando o cilindro vi-
zinho está diretamente atrás do de teste. Neste caso, a for-
ça sobre o cilindro de teste pode ser aumentada em 
Observou-se também que quando k + O o coeficiente 









cAindro de teste cilindro vizinho 
-1 • --L---..•I 
F ig.:mt-10 _ Esque.ma paro análise de interopao entre um par 















Fig. :mt-11 _ Esquema poro ondlise do intera pão entre 

















0·7o 0.2 o.4 o.6 o.a 1.0 1.2 1.4 ts 1.a 2.0 
fig.EI-12-Razão de forças para um par de pilares circulares, 
ex = Oº ( R - razão entre a força horizontal sobre o 















º·60 Q2 Q4 Q6 Q8 1.0 L2 1.4 1.6 1.8 2.0 
ka 
Fig.::sm::-13_Razão de forças para um par de pilares circulares, 
ex = 0° ( R -razõo entre a força horlzonta I sobre o 
pilar vizinho e a força sobre um pDar Isolado nas 













0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 16 1.8 2.0 
Fig.lZl[-14-Razão de forças para um par de pilares circulares, 
a =45º(R-razõo entre a força horizontal sobre o 
pilar de teste e a força sobre um pilar isolado nas 
mesmas condições l 
R 
x mesmo razão R, usando o forço 







o.00 0.2 0.4 06 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 
ko 
Fig.ll-15 -Razão de forças para um par de pilares circulares, 
a =90º(R-rozão entre a forco na direçãoy sobre o 
pilar deteste e a forço sobre um pilar isolado nas 
mesmas condições l 
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No caso de a= 90° a força na direção doei-
xo "y" soõre cada pilar tem a mesma intensidade e o mesmo 
sentido, enquanto que as forças na direção de "x" têm ames 
ma intensidade porém sentidos opostos, por causa da simetria. 
As forças na direção de "x" são geralmente pequenas, parti-
cularmente para pequenos valores de ka. 
Outra configuração de interesse prático 
~ 
e o 
caso de quatro cilindros, conforme o esquema da Figura VII.11. 
Muitas plataformas de perfuração e produção têm quatro gran-
des pernas relativamente próximas. Estes casos foram estuda-
dos por CHAKRABARTY (1978) (25) através de uma solução analí-
tica envolvendo expansões da função de Bessel, sendo o método 
empregado uma extensão do apresentado por SPRING e MONKMEYER 
(1974) (36). 
O MEC pode ser aplicado com igual facilidade p~ 
ra tais problemas. Resultados obtidos para uma malha de 24 
elementos para cada pilar estão apresentados nas Figuras VII. 
16 e VII.17, mostrando os efeitos de interferência sobre o ci 
lindro de teste para a= oº e a= 45° e vários valores de 
ka. 
VII.2 - Aplicações do MEC a Estruturas Compostas 
Este item foi desenvolvido com base na divisão 
da região fluida em sub-regiões onde a profundidade é constan 
te. 
Assim, apareceu um outro fator de aproximação, 
além de se assumir a variação hiperbólica do potencial com a 
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Flg.:mJ:-16-Razão de forças para quatro pilares circulares, 
ex =Oº ( R-razão entre a força horizontal sobre o 
pilar de teste e a força sobre um pilar isolado nas 

















Fig.:mI-17 -Razllo de forças para quatro pilares circulares, 
ex =45º(R-razõo entre a força horizontal sobre o 
pilar de teste e a força sobre um pilar isolado na s 
mesmas condições l 
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contorno entre as duas regioes de profundidades distintas. 
Então, foram rodados alguns exemplos e os re-
sultados obtidos comparados com os apresentados na literatu-
ra, tanto com métodos bi-dimensionais como tri-dimensionais. 
onda incidente 
pilar circular submersa 0.3d 
Fig. JZlI -18_ P llar Submerso 
O exemplo considerado e o de um pilar circular 
submerso, cuja configuração obedece ao esquema da 
VII,18. 
Figura 
Foi usada inicialmente uma malha de 12 elemen-
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& 3-0 Elementos finitos, Z ienkiewicz e 
Bettess [ l 
• 2-0 Elementos f"mitos, Zienkiewicz e 
Bettess [J 
x 2-0 Elementos de contorno (calculado) 
-Resultados de Hogben e Standing 
Fig.JZl[-19 _ Coefic:iente adimensionol para 
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N!! de 
tos 
Fig.lZII-20-Convergêncio poro o pilor circular submerso com 
onda de 12 segundos 
PERIODO NUMERO DE COEFICIENTES DE FORÇA HORIZONTAL ANGULO DE 
(seg) ONDA FASE 
T K fx/8 elem fx/12 elem fx/24 elem fx/36 elem p/24 elem 
30 0.011885 0.360 0.385 0,401 0.403 -89.893 
20 0.018417 0.537 0.558 0.562 -89,759 
15 0.664 0.669 -89.575 
12 0.034297 0.597 0.676 0.703 0.708 -89.357 
10 0.044607 0.631 0.641 0.666 0.671 -89.153 
9 0.052752 0.599 0.581 0.608 
8 0.064624 0.478 0.496 o.soo -89.056 
7 0.082820 0.310 0.331 0.343 0.346 -89.234 
6 0.11195 0.160 0.170 0.175 0.176 -89.619 
TABELA VII.l - Pilar Submerso. Coeficiente de Força Horizontal para Diferentes Malhas de Ele-
mentos. 
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sentados pelos programas de elementos finitos bi-dimensionais 
e tri-dimensional usados por ZIENKIEWICZ e BETTESS (37) e com 
os resultados do programa que usa a função de Green tri-dimen 
sional dados por HOGBEN e STANDING (28). 
Como pode ser observado na Figura VII.19, os 
resultados na análise pelo MEC apresentam uma boa concordân-
cia com os resultados da análise pelo MEF bi-dimensional. Po 
rêm, como era de se esperar, para este tipo de problema uma 
aproximação bi-dimensional subestima a solução exata em a-
proximadamente 20%, no seu ponto de força máxima. 
Por outro lado, por o cilindro possuir uma se-
çao transversal circular, a convergência foi bastante rápida, 
sendo satisfatórios os resultados obtidos com a malha de ape-
nas 12 elementos, como pode ser visto na Tabela VII.l e Fi-
gura VII. 20. 
- Plla~ea eompoatoa 
Neste exemplo foram analisadas duas estruturas 
compostas por um pilar circular que se apoia em uma base hexa 
gonal, conforme os esquemas da Figura VII.21. 
Nas Figuras VII.22 e VII.23 foram plotados os 
resultados, junto com os valores obtidos por HOGBEN e STANDING 
(28) e os de elementos finitos bi e tri-dimensionais de 
ZlENKIEWICZ e BETTESS (37). 
Observa-se, novamente, que os resultados obti-
dos com o MEC concordam bem com os resultados do MEF bi-dimen 
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Fig.":mI:-23 _Coeficiente adimeusional para 
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Ficou também aparente que os efeitos de difra-
çao na base submersa são crescentes com o aumento de sua di-
mensao transversal. Isto porque somente as ondas relativamen 
te longas, que correspondem a pequenos valores de k, pene-
tram o suficiente para causar uma força significativa na base 
que repousa no fundo, 
Os resultados apresentados para colunas compo~ 
tas mostram que os efeitos de interação são pequenos. Esta 
característica pode ser observada nos resultados dados por 
HOGBEN e STANDING (28) e plotados nas Figuras VII.22 e VII. 
23, onde a força horizontal máxima é subestimada 
damente 5% para os cálculos feitos por soma de 
em aproxim~ 
componentes. 
Isto pode trazer vantagens consideráveis em termos de redução 
de área e de tempo de execução por computador, desde que a e~ 
trutura possa ser dividida em um certo número de componentes 
e os cálculos das forças serem feitos separadamente para cada 
uma das partes e posteriormente somados. 
- Plataóa4ma g4av{tae{anal pa4a agaa4 p4aóanda4 da t{pa CON-
VEEP. 
Este tipo de plataforma, esquematizado na Fig~ 
ra VII.24, e bastante importante uma vez que emprega simultâ 
neamente os conceitos de produção, armazenagem e transferên-
cia de Óleo. 
Um dos fatores críticos em tais projetos é que 
a onda de tormenta induz valores excessivos para as forças ho 
rizontal e vertical e para o momento de tombamento. 
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Fig.EI:-25_Modelo usada na discretizaçõo da 
estrutura 
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çao do tipo CONDEEP projetada para uma lâmina d'água de 
11~,Sm a ser instalada no campo de Beryl no Mar do Norte. Os 
resultados foram comparados com os valores teóricos e experi-
mentais obtidos por GARRISON e outros (26), 
A plataforma consiste de uma grande base apro-
ximadamente hexagonal composta por 19 cilindros, três dos quais 
se estendem atê a superfície livre, sendo o diâmetro destes 
cilindros de 20 metros. As demais dimensões estão especific~ 
das na Figura VII.24. 
Analogamente ao que foi feito por GARRISON e 
outros (26), as condições de projeto escolhidas para a onda 
correspondem a uma variação no período de 14,0 à 17,0 segun-
dos e uma variação na altura de 21,0 à 29,0 metros. 
A Figura VII.25 mostra o modelo usado para re-
presentar esta estrutura. A base foi representada por um tro~ 
co de pilar hexagonal que envolve os cilindros que a compoe, 
Já a representação da superestrutura, que ê formada por três 
colunas, cada uma composta por um cilindro superior circular 
de 12 metros de diâmetro e um tronco de cone inferior com uma 
base de 20 metros de diâmetro, exigiu que se aproximassem es-
tas colunas por pilares com um diâmetro equivalente porém com 
seção constante ao longo da profundidade. O critério realiza 
do nesta aproximação foi fazer o volume deslocado pela coluna 
igual ao volume deslocado pelo pilar equivalente, que forne-
ce: 
= V • 4 









diâmetro externo equivalente 
volume deslocado pela coluna 
altura molhada da coluna 
A Figura VII.26, mostra os resultados em fun-
çao dos seguintes adimensionais: 
H/Za e ' 
g T2 /a 
onde convêm observar que a força cortante máxima que ocorre 
na base da estrutura coincide com o módulo desta mesma força 
complexa. Isto é, se: 
e, 
então, 
e para t = o w 
F = 
F (t) = 
F(tl = 
io 
P • e 
io 
P • e 
-iwt 
e 
i(o - wt) 
P • e 
obtém-se a força máxima; 
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= p (módulo do n9 complexo) 
A análise dos valores encontrados para esta con 
figuração fornece as seguintes conclusões: 
a - os resultados obtidos sao muito sensíveis ã geometria es-
colhida para representar as três colunas que chegam até a 
superfície. 
b - segundo o critério adotado para representar tais colunas, 
o resultado usando o MEC em uma formulação bi-dimensional 
subestima a solução experimental em um máximo de 20%. 
e - a eficiência computacional e a facilidade de se formar o 
modelo aumentam bastante se levarmos em consideração as 
simetrias geométrica e de carregamento que existem na es-
trutura. 
d - convém ressaltar que,embora o método adotado aproxime a 
solução,ele pode ser bastante Útil para as fases iniciais 
de um projeto devido ao baixo esforço computacional requ~ 
rido e ã facilidade de se discretizar um modelo bidimen-
sional. 
e - uma outra diferença existente entre o modelo proposto e o 
utilizado por GARRISON (26) e que este Último utiliza a 
teoria de Morison para avaliar as forças nas três colu-
nas que compoem a superestrutura, desde que elas apresen-
tam uma dimensão característica muito inferior ao compri-
mento de onda, enquanto que o primeiro utiliza a teoria 
linear da difração para todos os casos, 
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H/2a 
Fig.JZl[-26-Coeficlente de força 
horizontal segundo 
GARRISON [ 2eJ 
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VIII - CONCLUSOES 
Os estudos desenvolvidos e a análise das diver 
sas aplicações permitiram que se tirasse as seguintes conclu-
soes: 
1ª - o método proposto é bastante eficiente para se analisar 
problemas de fluxo potencial, nos quais a formulação bi-
dimensional possa ser aplicada, como é o caso dos pila-
res de seção transversal constante. 
a 2- - a eficiência computacional e a facilidade de se formar o 
modelo aumentam bastante se levarmos em conta a simetria 
geométrica, que diminui o número de coeficientes a serem 
calculados, e a simetria de carregamento, que diminui a 
dimensão do sistema linear a ser resolvido. 
a 3- - as aplicações a estruturas compostas por uma base plana 
e pilares de seção constante revelaram que a formulação 
bi-dimensional empregada subestima a solução exata de 14% 
à 20%, para os casos estudados; 
4ª - embora o método adotado subestime a solução, ele pode ser 
bastante Útil para as fases iniciais de um projeto devi-
do ao baixo esforço computacional requerido e a facilida 
de se discretizar um modelo bidimensional. 
sª - uma proposta para continuação deste estudo seria montar 
um algoritmo para solucionar problemas tridimensionais~ 
sando a técnica de divisão em sub-regiões, conforme o es 
quema da Figura VIII.l. Assim, para a região n1 se a-
dotaria uma malha tridimensional discretizando todos os 
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seus contornos e na qual se usaria como solução fundame~ 
tal a função 1/r (p, Q). Já para a região n2 , seria 
usada uma malha bi-dimensional como a que foi desenvolvi 
da neste trabalho. A condição de compatibilidade de flu 
xo na superfície entre as duas regiões seria dada em ter 
mos de igualdade de potenciais e suas derivadas. 
Com este modelo, evitar-se-ia o problema de 
discretização do contorno no infinito e nao se restringiria a 
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